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Introducción

Un tipo de vehículo aéreo de ala rotatoria que en los últimos años han

recibido considerable atención son los cuadricópteros. Estos pequeños

helicópteros no tripulados tienen la capacidad de despegue y aterrizaje

vertical y vuelo estacionario. Debido a su tamaño compacto, alta

maniobrabilidad y vuelo autónomo, se han convertido en una plataforma

estándar para la investigación de robótica aérea en todo el mundo.

Los vehículos aéreos no tripulados se pueden utilizar en muchas

aplicaciones como son: ciencias de la tierra, búsqueda y rescate,

vigilancia de fronteras, inspección industrial, agricultura, investigación,

etc.



Metodología

Modelo del cuadricóptero

Las ecuaciones que describen la dinámica traslacional y rotacional son:

𝑚

𝑑2𝑥/𝑑𝑡2

𝑑2𝑦/𝑑𝑡2

𝑑2𝑧/𝑑𝑡2
=

𝑢𝑧(𝑐𝜙𝑠𝜃𝑐𝜓 + 𝑠𝜙𝑠𝜓)

𝑢𝑧(𝑐𝜙𝑠𝜃𝑠𝜓 − 𝑠𝜙𝑐𝜓)

𝑢𝑧(𝑐𝜙𝑐𝜃)

+
0
0
𝑚𝑔

(1)

𝐽 ሷ𝜂 = 𝜏 − 𝐶 𝜂, ሶ𝜂 ሶ𝜂 (2)

donde 𝑚 es la masa del cuadricóptero, 𝑢𝑧 es la entrada de control, 𝜏

representa los momentos de roll, pitch y yaw, 𝐽 actúa como la matriz de

inercia para la energía cinética rotacional total del cuadricóptero, 𝐶 𝜂, ሶ𝜂

es el término de Coriolis, 𝜂 = 𝜙 𝜃 𝜓 𝑇, 𝑐𝜙 representa cos𝜙 .



Metodología

Representaciones en espacio de estado

A fin de compensar la gravedad, se propone la siguiente ley de control:

𝑢𝑧 = Δ𝑢𝑧 −𝑚𝑔 (3)

Se obtienen las representaciones de estado (𝑖 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜓}):

𝑑

𝑑𝑡
x𝑖 = 𝐀𝑖x𝑖 + 𝐁𝑖𝑢𝑖 + 𝐒𝑖𝐪𝑜𝑖 , 𝑦𝑖 = 𝐂𝑖x𝑖 , (4)

donde



Metodología

𝐀𝑥 =

0 1 0
0 0 −𝑔
0
0

0
0

0
0

0
0
1
0

, 𝐀𝑦 =

0 1 0
0 0 𝑔
0
0

0
0

0
0

0
0
1
0

, 𝐁4 =

0
0
0
1

, 𝐒𝑦 =

0
1
0
0

0
0
0
1

, 𝐂𝑦 =

0
0
0
1

𝑇

(5)

𝐀𝑧 = 𝐀𝜓 =
0 1
0 0

, 𝐁2 =
0
1
, 𝐂𝑧 = 𝐂𝜓 =

1
0

𝑇

𝐁𝑥 = 𝐼𝑦𝑦
−1𝑩4, 𝐁𝑦 = 𝐼𝑥𝑥

−1𝑩4,

𝐒𝑥 = 𝐒𝑦, 𝐂𝑥 = 𝐂𝑦, 𝐁𝑧 = 𝑀𝑞
−1𝐵2, 𝐁𝜓 = 𝐼𝑧𝑧

−1𝐵2, 𝐒𝑧 = 𝐒𝜓 = 𝑩2 (6)

x𝑥 = 𝑥 𝑑𝑥/𝑑𝑡 𝜃 𝑑𝜃/𝑑𝑡 𝑇,  x𝑦 = 𝑦 𝑑𝑦/𝑑𝑡 𝜙 𝑑𝜙/𝑑𝑡 𝑇, 

x𝑧 = 𝑧 𝑑𝑧/𝑑𝑡 𝑇, x𝜓 = 𝜓 𝑑𝜓/𝑑𝑡 𝑇, 

𝐪𝑜𝑥 = 𝑞𝑥 𝑞𝜃 𝑇, 𝐪𝑜𝑦 = 𝑞𝑦 𝑞𝜙 𝑇, 𝒒𝑜𝑧 = 𝑞𝑧 ,  𝒒𝑜𝜓 = 𝑞𝜓. (7)



Metodología

Las señales no lineales son
𝑞𝑥 = 𝜃𝑔 − 𝑞𝑥𝑥𝑔 +

1

𝑚
Δ𝑢𝑧𝑞𝑥𝑥

𝑞𝑦 = −𝜙𝑔 − 𝑞𝑦𝑦𝑔 +
1

𝑚
Δ𝑢𝑧𝑞𝑦𝑦

𝑞𝑧 = −𝑞𝑧𝑧𝑔 +
1

𝑚
Δ𝑢𝑧𝑞𝑧𝑧

(8)

𝑞𝜙
𝑞𝜃
𝑞𝜓

= 𝐽−1 𝜂 − 𝐽−1 0 𝜏 − 𝐽−1(𝜂) 𝐶 𝜂, ሶ𝜂 ሶ𝜂 (9)

donde
𝑞𝑥𝑥 = 𝑐𝜙𝑠𝜃𝑐𝜓 + 𝑠𝜙𝑠𝜓
𝑞𝑦𝑦 = 𝑐𝜙𝑠𝜃𝑠𝜓 − 𝑠𝜙𝑐𝜓

𝑞𝑧𝑧 = 𝑐𝜙𝑐𝜃
(10)



Metodología

Realimentación localmente estabilizante

Para estabilizar localmente (4)-(6), los vectores de ganancias de

realimentación de estado se obtuvieron por medio del diseño LQR:

𝐀𝑖
𝑇𝐏𝑖 + 𝐏𝑖𝐀𝑖 − 𝐏𝑖𝐁𝑖 𝜌𝑖𝐼

−1𝐁𝑖
𝑇𝐏𝑖 +𝐐𝑖 = 0 (11)

𝐮𝑖 = 𝐅𝑖x𝑖 + ഥ𝐮𝑖 , 𝑖 ∈ 𝑥, 𝑦 (12)

𝐮𝑖 = 𝐅𝑖 x𝑖 − തx𝑖 , 𝑖 ∈ 𝑧, 𝜓 , (13)

𝐅𝑥 = 30 32.43 −171.92 −45.05 , 𝐅𝑦 = −30 −32.43 −171.92 −45.05 ,

𝐅𝑧 = −140 −69.92 , 𝐅𝜓 = −110 −85.24 (14)
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Linealización por realimentación de estado estructural

Con el cambio de variable

𝜁𝑖 = 𝑥𝑖 +𝐌𝑖𝐂(𝐌𝑖,𝐒𝒊)𝚿𝑛(𝑑
𝑗/𝑑𝑡𝑗) 𝑞𝑜𝑖(𝑥, u),                                       (15)

las representaciones de estado (4) realimentadas con  (12) y (14) toman la 

forma:
𝑑

𝑑𝑡
𝜁𝑖 = 𝐀𝐹𝑖𝜁𝑖 + 𝐁𝑖 ഥ𝒖𝑖 + 𝐪∗𝑖 𝐱𝑖 , 𝐮𝑖 ,

𝑦𝑖= 𝐂𝑖𝜁𝑖 (16)

donde :

ഥ𝒖𝑖 = 𝐪∗𝑖 𝐱𝑖 , 𝐮𝑖 (17)
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Linealización por realimentación de estado estructural

Y la señal de incertidumbre no lineal 𝐪∗𝑖 is:

𝐪∗𝑖 𝐱𝑖 , 𝐮𝑖 = 𝐗𝑖𝐂 𝐌𝑖,𝐒𝒊 𝚿𝑛(𝑑
𝑗/𝑑𝑡𝑗) 𝑞𝑜𝑖(𝐱, 𝐮) (18)

Las matrices 𝐌𝑖 and 𝐗𝑖 son solución de la ecuación:

𝐀𝐹𝑖𝐌𝑖 + 𝐁𝑖𝐗𝑖 = I (19)



Metodología

Estimador de incertidumbre no lineal

Para estimar las señales de incertidumbre 𝐪∗𝑖 se emplea un estimador 

basado en el filtro Beard-Jones (Beard, R. V. 1971), (Bonilla, M. et al, 

2016):

𝑑

𝑑𝑡
𝐰𝑖 = 𝐀𝐊𝑖 + 𝐁𝑖𝐆𝑖

𝓁𝐂𝑖 𝐰𝑖 − 𝐊𝑖 + 𝐁𝑖𝐆𝑖
𝓁 𝐲𝑖 , ഥ𝐮𝑖 = 𝐆𝑖

𝓁 𝑪𝑖𝐰𝑖 −𝐲𝑖 , (20)

donde 𝐀𝐊𝑖 = 𝐀𝐹𝑖 + 𝐊𝑖𝐂𝑖 and 𝑮𝑖
𝓁 = −(𝑪𝑖𝑨K𝑖

−1𝑩𝑖)
𝓁 para 𝑖 ∈ 𝑥, 𝑦 .

𝐀𝐹𝑖 =

0 0 0
1 0 0
0
0

1
0

0
1

−𝑎𝑖,4
−𝑎𝑖,3
−𝑎𝑖,2
−𝑎𝑖,1

, 𝐁𝑖 =

0
0
0

−𝑔/𝐼𝑦𝑦

, 𝐂𝑖 =

0
0
0
1

, 𝐊𝑖 =

𝑎𝑖,4 − 𝑎𝑖𝑜,4
𝑎𝑖,3 − 𝑎𝑖𝑜,3
𝑎𝑖,2 − 𝑎𝑖𝑜,2
𝑎𝑖,1 − 𝑎𝑖𝑜,1

(21)



Metodología

Estimador de incertidumbre no lineal sin deriva

Reducimos ligeramente la ganancia estática del estimador de incertidumbre

(20), desplazando el polo del origen ligeramente a la izquierda del plano

complejo (P. Gavin, P. et al, 1998) and (Horowitz et al, 1989):

𝑑

𝑑𝑡
𝐰𝑑𝑓,𝑖= 𝐀𝐊𝑖+(1 − 𝜖)𝐁𝑖𝐆𝑖

𝓁𝐂𝑖 𝐰𝑑𝑓,𝑖 − 𝐊𝑖 + 1 − 𝜖 𝐁𝑖𝐆𝑖
𝓁 𝐲𝑖 ,

ഥ𝐮𝑑𝑓,𝑖 = 1 − 𝜖 𝐆𝑖
𝓁(𝑪𝑖𝐰𝑑𝑓,𝑖−𝐲𝑖) (22)

donde 𝜖 es una constante positiva suficientemente pequeña 𝑖 ∈ 𝑥, 𝑦 .



Metodología

Seguimiento de trayectoria

La realimentaciones estabilizantes locales (12) y los estimadores sin deriva

(22) se escriben como:

𝐮𝑖 = 𝐅𝑖(x𝑖 − x𝑖
∗) + ഥ𝐮𝑑𝑓,𝑖 (23)

𝑑

𝑑𝑡
𝐰𝑑𝑓,𝑖 = 𝐀𝐊𝑖+ 1 − 𝜖 𝐁𝑖𝐆𝑖

𝓁𝐂𝑖 𝐰𝑑𝑓,𝑖 − 𝐊𝑖 + 1 − 𝜖 𝐁𝑖𝐆𝑖
𝓁 𝑪𝑖 x𝑖 − x𝑖

∗ ,

ഥ𝐮𝑑𝑓,𝑖 = (1 − 𝜖)𝐆𝑖
𝓁(𝑪𝑖𝐰𝑑𝑓,𝑖 − 𝑪𝑖 x𝑖 − x𝑖

∗ ) (24)

donde 𝑖 ∈ 𝑥, 𝑦 y junto con (14) y (21).



Metodología

Seguimiento de trayectoria

Para sintetizar las trayectorias de estado las cuales alcanzan un punto

localmente estacionario, consideremos las representaciones de estado:

𝑑

𝑑𝑡
x𝑖
∗ = 𝐀𝐅𝑖x𝑖

∗ + 𝐁𝑖ഥ𝐮𝑖
∗, 𝑖 ∈ 𝑥, 𝑦 (25)

donde 𝐀𝐅𝑖 = 𝐀𝑖 + 𝐁𝑖𝐅𝑖 .



Metodología

Seguimiento de trayectoria

Sea x𝑖
∗(𝑡) una partición de la trayectoria deseada para 𝑖 ∈ 𝑥, 𝑦 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓]

en 𝑁 + 1 puntos estacionarios:

Λ𝑆𝑃𝑖
∗ = {തx0,𝑖

∗ , തx1,𝑖
∗ , തx2,𝑖

∗ , … , തx𝑁,𝑖
∗ }, x𝑖

∗ 𝑘𝑇𝑠 = തx𝑘,𝑖
∗ (26)

donde 𝑘 ∈ 0, 1, 2, … , 𝑁 , 𝑁𝑇𝑠 = 𝑇𝑓 y 𝑖 ∈ 𝑥, 𝑦 ; 𝑇𝑠 es el tiempo de

muestreo de la trayectoria y 𝑇𝑓 el tiempo de vuelo.



Metodología

Seguimiento de trayectoria

La entrada de control ഥ𝐮𝑖
∗ tales x𝑖

∗ 𝑘𝑇𝑠 = x𝑘,𝑖, 𝑇𝑠 > 0 tiene la forma:

ഥ𝐮𝑖
∗ 𝑡 = −ℱ𝐹𝑖 𝑇𝑠 − 𝑡 𝔚𝑖𝑇𝑠

−1 exp 𝑨𝑭𝑖𝑇𝑠 x𝑜,𝑖 , 𝑖 ∈ x, y , 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓] (27)

donde

ℱ𝐹𝑖 = 𝐁𝑖
𝑇exp 𝐀𝐅𝑖

𝑇 𝑡 ,

𝔚𝑖𝑇𝑠
= 0׬

𝑇𝑠ℱ𝑭𝑖
𝑇 𝑇𝑠 − 𝜏 ℱ𝑭𝑖 𝑇𝑠 − 𝜏 𝑑𝜏 (28)



Metodología

Seguimiento de trayectoria

De (25), (27) y (28) obtenemos para todos los intervalos de tiempo

[𝑘𝑇𝑠, 𝑘 + 1 𝑇𝑠) , 𝑘 ∈ {0, 1, 2, … , (𝑁 − 1)} , las siguientes trayectorias

óptimas:

x𝑖
∗ 𝑡 = exp 𝑨𝑭𝑖 𝑡 − 𝑘𝑇𝑠 തx𝑘,𝑖

∗ + 𝑘𝑇𝑠׬
𝑡
ℱ𝐅𝑖
𝑇 𝑡 − 𝜏 𝛽𝑖

∗ 𝑡, 𝜏 𝑣𝑘,𝑖
∗ 𝑑𝜏 (29)

donde
𝛽𝑖
∗ 𝑡, 𝜏 = ℱ𝐅𝑖 𝑡 − 𝜏 𝔚𝑖𝑇𝑠

−1 ,

𝑣𝑘,𝑖
∗ = x 𝑘+1 ,𝑖

∗ − exp 𝐀𝐅𝑖𝑇𝑠 തx𝑘,𝑖
∗ ,

തx𝑘,𝑖
∗ = Λ𝑆𝑃𝑖

∗ , 𝑖 ∈ x, y (30)
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Seguimiento de trayectoria

Para una trayectoria circular: 
x∗
2 𝑡 + (y∗ 𝑡 − 𝒓∗)

2 = 𝒓∗
2 (31)

esto es:

x∗ 𝑡 = 𝒓∗sin 𝜔𝑠𝑡

y∗ 𝑡 = 𝒓∗(1 − cos 𝜔𝑠𝑡 ) (32)

ҧ𝑥𝑘,𝑥
∗ , ҧ𝑥𝑘,𝑦

∗ = 𝑟∗([sin 𝛼𝑘 𝜔𝑠cos 𝛼𝑘
𝜔𝑠
2

𝑔
sen 𝛼𝑘

𝜔𝑠
3

𝑔
cos 𝛼𝑘 ]𝑇 ,

[ 1 − cos 𝛼𝑘 𝜔𝑠sin 𝛼𝑘
𝜔𝑠
2

𝑔
cos 𝛼𝑘

𝜔𝑠
3

𝑔
sin 𝛼𝑘 ]𝑇) (33)

donde 𝜔𝑠 = 2𝜋/𝑇𝑓, 𝑡 = (𝑘/𝑁)𝑇𝑓, 𝑘 ∈ {0, 1,… ,𝑁}, 𝛼𝑘 = 2𝜋𝑘/𝑁.
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Plataforma experimental



Resultados

Resultados experimentales

• Se estabiliza localmente el cuadricóptero con las realimentaciones de

estado (15) .

• Se linealiza robustamente el cuadricóptero con los estimadores (16) con

ϵ = 1/50.

• La trayectoria circular, (28) - (33) con 𝑟∗ = 5m, 𝑇𝑠 = 1 s, 𝑁 = 20, 𝑇𝑓 =

20 s.



Resultados

Resultados experimentales

Seguimiento de una trayectoria circular en el plano (x, y) con 5 m de radio en 20 𝑠 (𝑁 =
20 y 𝑇𝑠 = 1 s). (a) Aplicación de las realimentaciones localmente estabilizantes junto

con los estimadores sin deriva. (b) Aplicando solamente las realimentaciones localmente

estabilizantes.



Resultados

Resultados experimentales

Comparación de las trayectorias en (𝑥, 𝑦) con las referencias. (a) Aplicación de las

realimentaciones localmente estabilizantes junto con los estimadores sin deriva. (b)

Aplicando solamente las realimentaciones localmente estabilizantes.



Resultados

Resultados experimentales

Comparación del error de seguimiento 𝑒𝑐 𝑡 . (a) Aplicación de las realimentaciones
localmente estabilizantes junto con los estimadores sin deriva. (b) Aplicando solamente
las realimentaciones localmente estabilizantes.



Conclusiones

Las no linealidades están caracterizadas por el vector de señal de

incertidumbre no lineal 𝐪∗𝑖, actúa directamente a través de 𝐁𝑖.

La transformación se logra por el cambio de variable, la cual existe bajo

condiciones de controlabilidad del par (𝐀𝑖 , 𝐁𝑖).

Dado que ahora la señal de incertidumbre no lineal 𝐪∗𝑖 actúa a través de 𝐁𝑖,
entonces se puede cancelar directamente mediante la entrada de control ഥ𝐮𝑖.



Conclusiones

La linealización exacta se basa en la reconstrucción analítica de 𝐪∗𝑖; pero si

esto no es posible, se puede estimar.

Para esto se propuso el estimador de señal de incertidumbre no lineal

basado en el filtro Beard-Jones, cuyo objetivo es rechazar robustamente la

señal de incertidumbre no lineal 𝐪∗𝑖.

En los resultados experimentales en exteriores cuando el cuadricóptero

sigue una trayectoria circular de radio 5𝑚 en el plano (𝑥, 𝑦), se obtuvo una

apreciable reducción en los errores de seguimiento al aplicar los

estimadores sin deriva



Gracias por su atención
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